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Resumen

Con base en una descripcion macroscopica de
un material superconductor tipo Il anisotropo, se
plantea la metodologia numérica para modelar
la induccion magnética de estos materiales en
estado critico. En este caso, se emplea el mode-
lo eliptico de estado critico para describir un su-
perconductor tipo Il anisétropo en la geometria
paralela. En este trabajo describimos como se
resuelve el problema matemdtico para hallar la
distribucion de la induccidon magnética en el ma-
terial y que consiste en resolver un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias; para ello se
emplean bibliotecas estdndar del software lla-
mado MATLAB. Particularmente se utilizaron dos
rutinas, una de ellas se emplea para dar una so-
lucién inicial gruesa que después se refina con la
segunda rutina. Los autores cuentan con amplia
experiencia en el estudio macroscopico de las
propiedades magnéticas de superconductores
tipo Il asi como publicaciones internacionales en
esta drea de estudio.

Palabras clave: anisotropia, corriente critica,
estado critico, metodo de lineas, superconductor
tipo Il

Summary

Based on the macroscopic description of a type
Il anisotropic superconducting material, this pa-
per presents numerical methods to model the
magnetic induction of these materials in a critical
state. In this case, an elliptical model of the criti-
cal state is used to describe a type Il anisotropic
superconductor in terms of parallel geometry. It
describes how the mathematical problem is sol-

ved in order to find the distribution of magnetic
induction in the material. This consists of solving
a system of ordinary differential equations. In or-
der to do this, the standard libraries of MATLAB
software were used. Two routines were especia-
lly used, the first of which gives an initial rough
result which is then refined with the second rou-
tine. The authors have ample experience in the
macroscopic study of the magnetic properties of
type Il superconductors as well as international
publications in this specialized study area.

Key terms: anisotropy, critical current, critical
state, method of lines, type Il superconductor.

Introduccion

En la actualidad existe tecnologia que emplea su-
perconductores tipo Il tales como los dispositivos
electronicos  llamados  Superconducting  Quan-
tum Interference Devices y circuitos integrados; en
transporte como los trenes de levitacion magné-
tica; en medicina para la obtencion de imdgenes
a través de resonancia magneética; en procesos
industriales; en ciencia bdsica a través de la cons-
truccion de imanes y en produccion de energia a
traveés de cables o transformadores, por citar al-
gunos ejemplos. En toda aplicacion tecnoldgica,
los superconductores estan sometidos a campos
magneéticos en configuraciones no triviales, por lo
gue los modelos fenomenologicos son Utiles para
predecir o explicar su comportamiento magnético.

El modelo eliptico de estado critico -un modelo
fenomenoldgico- describe el comportamiento
de los campos electromagnéticos en una placa
infinita superconductora en la geometria para-
lela (Romero-Salazar, 2003), sometida a cam-
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pos magnéticos variables en magnitud y direccion.
El modelo ha sido exitoso al cotejar sus resultados
tedricos con mediciones experimentales, tanto de
materiales granulares y materiales con anisotropia
estructural, asi como para describir el corte de li-
neas de flujo.

Sin embargo, la descripcion y un andlisis a fondo de
la metodologia numérica empleada para hallar los
campos electromagnéticos, ha estado ausente en
trabajos previos de los autores. En este trabajo nos
centramos en mostrar como se resuelve numeri-
camente el sistema de ecuaciones diferenciales
parciales con dos puntos fijos a la frontera y se dan
detalles adicionales de la metodologia numeérica.

Teoria

El sistema de estudio es una placa infinita
superconductora tipo Il con anisotropia es-
tructural o intrinseca, definida en el dominio
x€[0,d],|y|>»,|z|>» en la geometria para-
lela, esto es, un campo magneético externo
H,=H, y+H_,Z incide sobre la placa en el plano
y-z, de esta manera los campos electromag-
néticos dependen solo de la variable x. Las
ecuaciones de Maxwell asociadas a este sis-
tema son:

I‘ij = —0,B;; Mojz = 0.B,y,

9B, = 0,Ey,; 0,B, = —0,E,,

se ha considerado gque la variacion del desplaza-
miento eléectrico es despreciable debido a que el
campo magnético externo es de baja frecuencia
y la condicion de frontera W H=B es vdlida porque
se desprecia el primer campo critico H_;. El cora-
zon del modelo eliptico y sus variantes es la ecua-
cion material E=E(j), para nuestros propdsitos
tiene la forma explicita E=EJ*j, donde Sij=3ciﬁi,
con 1i,j=y,z. De esta manera, las ecuaciones (f)
quedan en términos soélo de la induccién magneética,
en vista de que las componentes del tensor I son:

Scy (Be) =

jOy
ny
(5
Y @
Joz
Bc n;?

B;

Jez(Be) =
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joy,joz,n_y,nz,B;k,B;, son pqrdmetros de djuste y
B, es la induccion magnética en la placa super-
conductora en el estado critico. La magnitud del
campo electrico esta modelado por la ley vertical:
Agui la densidad de corriente critica se obtiene de

=0 ISk o
pU=Je) J>Je
la relacion material que tiene la forma:

1 ([ cos¢, 2 seng, \2 @
7" (3cy(8c)) (o)

donde ¢_ es el angulo que sustenta la densidad
de corriente critica respecto al eje y. Las ecua-
ciones (1-4) definen el modelo eliptico de estado
critico para estados cuasi-estacionarios. El obje-
tivo es hallar el estado critico del superconductor
por lo que se emplea un algoritmo numérico, que
a continuacion se plantea.

Metodologia numerica

Las ecuaciones de Maxwell (1) conforman un
sistemna de dos ecuaciones en derivadas par-
ciales, para resolverlo se utilizd el meétodo de
lineas (MOL, (Schiesser, 2009)). Esta metodo-
logia numeérica consiste en discretizar el domi-
nio espacial tomando un conjunto de N puntos
Xy Xory Xy X 10Xy €quidistantes con tamano
de paso Ax=X,,,-X,, k=LN. Las derivadas es-
paciales se aproximan con una formula de dife-
renciacién numérica D F(x,) que transformara el
sistema de dos ecuaciones a uno de 2N ecua-
ciones diferenciales ordinarias. Para este trabajo
se utilizaron tres férmulas de diferenciacion nu-
mérica con error de truncamiento de orden 0(h?).
Las ecuaciones de Maxwell tras la discretizacion
toman la forma:

0¢By (x) = +DxE;(x)
0B, (xy) = _DxEy(xk)

Para simplificar la notacion se definen las funciones
evaluadas en los puntos X, como sigue: F(x, )=F* Ex-
plicitamente, el sistema (53 luce como se muestra a
continuacion:

)]

—E3 + 4E2 — 3E}

1:
9.By = + S
Ek+2 _ pk
9Bkl =4 %2 % k=1N-2
7y toa k=L
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N 3EN —4EN-1 4+ EN-2

N —
9eBy 2Ax
5 B! _—E; +4E% — 3E,,

thz 20x

. )},(+2 - Ef
+1 _ _ — _

0,Bk+! = A k=1,N -2
3B — _3E) —4E)T' +Ey”

s 20x

Este sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias se resolvid usando las bibliotecas estdan-
dar de MATLAB para ese proposito (L. F. Shampi-
ne, 2003). En este caso se utilizaron las rutinas
ode23sy ode45, ya que el sistema es de los de-
nominados Stiff: se utilizd ode23s para dar una
solucion gruesa y después se refind con ode45S.
La distribucion inicial de la induccion magnética
al tiempo t=t, es B(x,t,)=0. Para calcular las
densidades de corriente j se utilizd un esquema
similar al sistema (B) para preservar el error de
truncamiento.

El paso de tiempo At se aproximd con un andlisis
dimensional de la ecuacion de Faraday. El criterio
empleado es At<t =B x,/pj. donde B,,X,,P]
son cantidades caracteristicas de la induccion
magnética, la distancia y el campo eléctrico, y se
determinan de la situacion fisica especifica que se
aborde.

El campo eléctrico se calcula usando la ley mate-
rial y las ecuaciones (2-4):

E§ = Ekscy(Bk)j;f'
Eé( = EkScz(Bk)j§:

donde se evaluan las ecuaciones (2) fuera del
estado critico en un campo Bk a un tiempo t, y se
utiliza la ley vertical como criterio de convergen-
cia al rescribirse de la siguiente manera:

©®)

0 j& < jk
(]k _]c) . .
pj& ~—F—= s j > j&

c

E¥ =

Esta ecuacion es el punto medular del algoritmo,
y plantea los siguientes hechos:

1. El campo eléctrico en estado estacionario se
asume cero, sin embargo, el campo eléctrico
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estd manejado por el error relativo(j* )/]
de acuerdo con ello, para gque numencomente
E*=0, se deberd obtener j*=jk La convergencia
es lenta y por tanto los perfiles de B se hallan con
un campo electrico pequeno pero finito.

2. La magnitud de la densidad de corriente ge-
nerada por la ley de Ampere es:

Il = JU31° + G#)°

y se ¢dompara durante todo el cdlculo numérico
con ] de la ecuacion (4) utilizando la ultima, el
cmgulo ¢k que sustenta j* conelejey.

Curvas de induccion magnéetica

El modelo eliptico original (C. Romero-Salazar,
2003) ha sido exitoso al describir de manera
cuantitativa resultados experimentales (I. F. Vo-
loshin, A. V. Kalinov, L. M. Fisher, S. A. Derevyanko,
V. A. Yampol'skii, 2001). En el trabagjo (C. Rome-
ro-Salazar, 2003) se estudid una placa super-
conductora de ytrio-bario-cobre-oxigeno (veco)
y se obtuvieron los siguientes datos: los campos
de penetracion en direccion y y z, obtenidos de
curvas de histéresis experimentales u,H, =0.05T
y H,,=0.25T; los valores optimos de los pard-
metros de la ecuaciones (@) n=0.5, n=0.22,
B;=0.02T, B;=0.005T: la placa superconductoro
tiene un grosor de d=0.23x1073m; con estos valo-
res se obtuvieron las densidades de corriente criti-
ca j,,=4.4842x10° A/m y j, =5.0033x10° A/m.

La Figura 1 muestra perfiles de las componentes
de la induccién magnética para un campo exter-
no H_que incide sobre la placa superconductora
con un dangulo de B5° ocon respecto al eje z. La
magnitud del campo varia en H,=0.025, 0.05,
0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6

Los estados parcialmente penetrados (H, no
cubre la totalidad de la placa superconducto—
ra) corresponden a las magnitudes H_=0.025,

0.05, 0.1. Debido a la anisotropia estructurol
del material superconductor, la penetracion del
campo externo no se suscita de manera simul-
tanea tal como se puede constatar en la men-
cionada figura. Las rutinas numéricas para re-
solver el problema de valor inicial requieren del
intervalo de tiempo en el que se desea obtener
la solucion. El tiempo inicial se tomd como cero,
mientras que el tiempo final es el tiempo re-
querido para establecer el estado estacionario.
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Figura 1. Componentes de la induccion magnética

Figura 2. Variacion del error relativo medio con el aumento del

campo externo
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El campo externo H_ incide sobre la placa superconductora con un
angulo de 65° con respecto al eje z. La magnitud del campo varia
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Cada curva corresponde a tiempos de computo distintos. El tiempo

caracteristico es: tO:d/pj

oy

Para determinar numeéricamente el estado esta-
cionario se empled como criterio de corte el error
relativo medio N7} (j*~j 9/j % a un tiempo de-
terminado (tiempo final). Las curvas de la figura 1
corresponden a un tiempo de 12t_0, (los tiempos
empleados por la rutina son menores), donde se
considero B,=1 T, x0=d,j0=j0y. La Figura 2 mues-
tra los cambios del error relativo al incrementar
el tiempo, como se puede apreciar, a partir de 8
veces el tiempo caracteristico el error relativo se
mantiene sin variacion significativa para estados
penetrados. De manera evidente, dado que el
error relativo de las curvas correspondientes a
estados parcialmente penetrados es alrededor
de 5x107, se tiene que j=15/10j_lo que hace
gue las curvas de induccion magnetica en men-
cionados estados, no sean fiables. En la figura 3
se muestra el campo eléctrico en el interior de la
placa superconductora conforme se incrementa
la magnitud del campo externo u_0 H, ignorando
los estados parcialmente penetrados, se estima
para el campo eléctrico, para p=10-8 Vm/A, un
valor aproximado de:

E =~ pjy,*Error relativo=107°V/m
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Figura 3. Magnitud del campo eléctrico distribuido en la muestra
superconductora para diferentes valores del campo externo p H
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Esta estimacion concuerda con los resultados
numericos de la curvas del campo eléctrico. Evi-
dentemente el campo eléctrico dista de ser nulo
o suficientemente pequeno para despreciar su
presencia. Mds adn, como se puede notar en
la estimacion realizada, la magnitud del campo
eléctrico depende linealmente del valor de p.

Conclusiones

La metodologia numérica empleada, en general,
arroja resultados fiables en los estados total-
mente penetrados. Sin embargo, en los estados
parcialmente penetrados la magnitud del cam-
po eléctrico dista de ser nula, de modo especial,
en la vecindad de la zona de Meissner. Un trata-
miento especial en esas zonas requiere de andli-
sis y estudio, en especial cuando se quiere estu-
diar frentes de flujo magnético e inestabilidades
termomagnéticas.

Hasta donde llega nuestro conocimiento, otros
autores que emplean la misma metodologia nu-
meérica para resolver las ecuaciones de Maxwell
para un superconductor tipo Il en estado critico,
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no realizan un andlisis numeérico de sus resulta-
dos, por lo que consideramos que este trabajo
promueve que se tome particular atencion en la
vecindad de la zona de Meissner, cuando se im-
plementen los algoritmos numeéricos.
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